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Fonctions vectorielles - Accroissements finis et formules de Taylor

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel normé sur K de dimension finie p.

I estun intervalle de R non réduit a un point. f est une application de / dans E,
et f,,..., f, sontles applications composantes de f dans une base B de E.

Inégalités des accroissements finis

Théoreme : Inégalité des accroissements finis :

Soit f€Z"'(I,E). On suppose qu'il existe M>0 tel que V¢<l, ||f’(7)|<M.

Alors V(x,x")el’, |If(x)—f(x")I<M|x—x"|.

Preuve :

vix,x)er, flx)-fle)=f" (. ainsi 1 (x)=r(Ol<|f I (o)< bl

Remarque :

L'hypothése « f’ bornée» est réalisée en particulier dans le cas d'un segment.

Corollaire 1 :

Soit f : [a,b]—E, continue sur [a,b], declasse Z' sur Ja,b[, et telle qu'il existe M >0 tel
que Vt€la,bl, ||If (t)l<M. Alors ||f(b)—f(a)|<M|b—al.

Preuve :

Soit (x, x”)€]a, b[*. D'apres l'inégalité des accroissements finis appliqué entre x et x”,
ona | f(x)—f(x")|[<M|x—x’|. 1l suffit alors de faire tendre x vers a, et x’ vers b, et de conclure par continuité.

Corollaire 2 :

Toute application de classe %' sur un intervalle, dont la dérivée est bornée sur cet intervalle, y est lipschitzienne.
Plus précisément, si f€%'(I,E), f est k -lipschitzienne sur I, avec k=sup||f’(x)|.

x€l

Théoréeme : Théoreme de la dérivée continue :

Soit f€Z°([a,b],E), declasse #' sur ]a,b], ettelle que lim f’(7)=L.

t—a

Alors f estde classe @' sur [a,b], et f'(a)=L.

Preuve :

Soit g(#)=f(t)— f(a)—(t—a)L. g estcontinue sur [a,b], declasse @' sur Ja,b], eta valeurs dans E.
g’(t)=f’(t)-L. Soit e>0. Fa>0 tel que VtE€|a,a+al[N]a,b], ||f’(¢t)-L|<e.
Quitte a restreindre «, on peut supposer que a+a<b.

Donc Vt€la,a+al, ||g’(t)|[<e, et g estcontinue sur [a,a+a].

Ainsi Vt€[a,a+a], ||g(t)—g(a)l|<e(t—a), d'apreslinégalité des accroissements finis.
f(t)-f(a)

t—a

—L||<e.

Donc Vt€la,a+al, ||f(t)—f(a)—(t—a)L||<e(t—a), (t—a>0), etdonc

flt)=fla)

Donc la limite de quand ¢t—a vaut L.

f’ est donc continue en a, donc f estde classe ' sur [a,b], et f'(a)=L.



Corollaire 1 :
Soit c€la,b[, et f€Z"([a,b],E), declasse " sur [a,c[U]c,b].
On suppose que f’ admet des limites a droites et a gauche en c.

1. f estdérivable a droite et a gauche en c.

2. fJ(c)=lim f’, et f,"(c)=lim f’.

3. f estdeclasse #' par morceaux sur [a,b].

Remarque :
On peut écrire des variantes de ce corollaire si f’ admet seulement une limite a droite ou a gauche en ¢, si on se place

sur un intervalle quelconque de R, ousi ¢ est une borne de cet intervalle.

Corollaire 2 :
Soient n€N", et (a,, ..., a,) une subdivision de [a,b]. Soit f€Z" '([a,b], E),
de classe &" sur U la,, a,, [. On suppose que f(") admet des limites a droite et a gauche en chaque q;.
0<isN-1
Alors f est de classe " par morcaux sur [a,b].

Exemple :
1

Soit f : xERr>|e ¥, si x#0. f estcontinue sur R, et paire. On se limite a [0, +oo[.
0, six=0
1

2 p
Sur J0,+o[, festdeclasse #”. Vx€]0,+o[, f'(x)==e *, et lim f’(x)=0.
x

3
x—0

Ainsi f est de classe Z° sur [0,+oo[, declasse #' sur ]0,+oo, et lim f’(x)=0 :

X >0

Par théoreme, f est de classe Z' sur [0, +oo].

P(x) —=
1. Hypothése de récurrence : Pour n€N, IP,eR[X] tel que Vx>0, f"(x)= "En )e t.
JE
L'hypothese est vérifiée aux rangs 0 et 1. Supposons alors n €N, et I'hypothese vraie au rang .
P,/ (x)x'=3nx’P,(x) P,(x)2 - P, (x -
Alors f(nJrl)(x): ( ) 3n+3 ( )+ gn )_2 € t= ;’153 )e ’
X X X X

L'hypothese est vérifiée au rang n+1, elle est donc vraie par récurrence Vn€EN.
2. Hypothese de récurrence : Pour neN, fez"([0,+w[), et f(0)=0.
L'hypothese est vérifiée aux rangs 0 et 1. Supposons alors n€N, et I'hypothese vraie au rang n.
Si £ estde classe Z° sur [0,+[, etde classe @' sur ]0,+o[, et lim f"*"(x)=0, alors par théoreme,

x—0

" estde classe ' sur R, et f"(0)=0.
L'hypothese est vérifiée au rang n+1, elle est donc vraie par récurrence VneN .

Ainsi f estdeclasse Z” sur R, ettelle que VneN, f"(0)=0.

2. Formules de Taylor

Dans ce paragraphe, n est un entier naturel non nul, f est une fonction de classe " sur l'intervalle I, et a€l.

Définition :

k
(x—a) f(k) (a), estappelée

La fonction polyndéme T, 0

o> Ouplus simplement 7', définie par : x€&/ |—>Z
k=0

polyndme de Taylor d'ordre n de f en a.

On appelle reste de Taylor d'ordre n de f en a l'application notée R ouR : x€lw f(x)-T (x).

n,f,a’ n n



Théoréeme : Formule de Taylor avec reste intégral :

Soient f€Zz "' (I,E), etacl. Yx€I, ona f(x

Remarque :
On obtient ainsi une expression exacte du reste, sous forme d'une intégrale.

Exemple :

. N 1z z - Zk l(l_t)n n+l tz

En appliquant cette formule 2 f : t€[0,1]—e", z€C, entre O et 1 : €= F—I—J'O—'z e “dt.
o k! n!
Enposantz—a+ib (a,b)ER’, onen déduit :
. at ||n+1 1 . B . ||n+l
‘<f | | dt<max(1,e") o fo(l—t) dt=max(1,e )(n+1)!'
| |n+1

Comme lim ~~——=0, ondéduit : |R,(z)| - 0.

noe (mH1)!

nover

n o0
. L. Z .
On retrouve ainsi que la série Z — converge, etque Z 7 nl=e*. Ainsi Vz€C, exp(z)=e’.

n=0 ""* n=0

Théoreme : Inégalité de Taylor-Lagrange :

Soient f€Z"(I,E), et a€l. On suppose qu'il existe M >0 tel que Vrel, ||f™(1)|<M
(X—a)k (k)
c _ _ <
Alors Vx€el, ‘f(x) l;tn 1 0 fa)|lsM—— pr
Proposition :
Soient f€Z"(I,E), n>1, et a€l.
n—1 n
i , L 08
Si f'" estbornée sur I, alors VheER tel que a+hel, ||f(a+h) z T 9 a)||<[ supl| (¢ )||) )
k=0 tel
Proposition (hors programme) :
Soient f€#"(I,R), n>1, eta€l.
n—1 .k n
h h
V heR tel que a+hel, ilexiste 6,€]0,1[ tel que f(a+h)= Ff “a )+—'f( (a+ho,).
pars n!

Remarques :
Ce résultat est hors-programme, et doit donc étre redémontré lorsqu'il est utilisé.

Il se prouve a l'aide du théoréme de Rolle, en introduisant une fonction auxiliaire adaptée.
Ce résultat n'est valable que dans le cas réel.

Théoréeme :

n k
Soient f€#"(1,E), eta€l. Alors f(a+h) = %f“‘)(a)+o(h").
k=0 K-

Remarque :
Il s'agit ici d'un résultat local, dont une des principales applications est 1'obtentions des développements limités.
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